РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАВДАНЬ II ЕТАПУ ВСЕУКРАЇНСЬКОЇ УЧНІВСЬКОЇ ОЛІМПІАДИ З МАТЕМАТИКИ, 2013-2014 н.р.

6 клас
1. Джерелом для пошуку наведеного розв’язку є такі рівності: 
[image: image248.png]Puc. 10



 та 
[image: image2.wmf]503
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. Далі залишається використати решту цифр, щоб одержати рівність: 
[image: image3.wmf]2013
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Відповідь: одна з можливих відповідей така: 
[image: image4.wmf]2013
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2. Усі діти пройшли 7 сходинок, а далі їх шлях складався з однакових переходів між поверхами. Тому вони пройшли таку кількість сходинок між поверхами, починаючи з першого: А – 88, Б – 110, В – 198, Г – 242, Д – 286, Я – 528. Легко зрозуміти, що спільний дільник в усіх цих чисел 22, а тому легко підрахувати поверх, на якому живе кожна дитина. А – 5 поверх (він пройде 7 сходинок до першого поверху, а далі ще 88, тобто підніметься ще на 4 поверхи); Б – 6 поверх, В – 10 поверх, Г – 12 поверх, Д – 14 поверх, Я – 25 поверх. 

Відповідь: А – 5 поверх; Б – 6 поверх, В – 10 поверх, Г – 12 поверх, Д – 
14 поверх, Я – 25 поверх.

3. За умовою кількість грибів, що зібрала Іра, ділиться на [image: image5.wmf]9

, а кількість зібраних Олею – на [image: image6.wmf]17

. У сумі вони дають [image: image7.wmf]70

, тому підбором можна знайти їхні частки: [image: image8.wmf]9
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. Тому Оля зібрала [image: image13.wmf]34

, а Іра – [image: image14.wmf]36

 грибів. Серед Іриних білих було [image: image15.wmf]16
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, а серед Олиних: [image: image16.wmf]4
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. Таким чином, разом вони зібрали [image: image17.wmf]20

 білих грибів. 

Відповідь: [image: image18.wmf]20

.

4. Розглянемо усі числа від 1 до 12, їх властивості будуть повторюватись для кожних наступних 12 послідовних чисел. 
Числа 1, 5, 7, 11 не підкреслені; 2, 3, 9 та 10 підкреслені 1 раз; 4, 6, 8 підкреслені двічі, а 12 – тричі. Таким чином, двічі підкреслені 3 числа з кожних 12. Оскільки [image: image19.wmf]2004
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, то серед перших 2004 чисел двічі підкреслені рівно [image: image20.wmf]501
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 число. Залишається порахувати, скільки двічі підкреслених серед чисел 2005, ..., 2013. Таких чисел тут 2008, 2010 та 2012. Таким чином усього таких чисел [image: image21.wmf]504

.

Відповідь: [image: image22.wmf]504

.

5. Після ходу Сашка на столі лишається 2012 цукерок. Мишко перед своїм ходом має парну кількість цукерок , а тому забрати останню не може. Після його ходу на столі лишається непарна кількість цукерок і настає черга ходу Віталика. Він теж не може забрати останню цукерку. Після його ходу на столі непарна кількість цукерок. Далі Сашко забирає 1 цукерку і перед ходом Мишка знову на столі парна кількість цукерок. Таким чином забрати останню цукерку не можуть ні Мишко, ні Віталик. Оскільки після кожного ходу кількість цукерок на столі зменшується, то настане момент, коли перед ходом Сашка на столі буде рівно 1 цукерка.

Відповідь: Перемагає Сашко.

7 клас

1. Останньою цифрою числа 
[image: image23.wmf]2013
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 є цифра 
[image: image24.wmf]5

. Тому шукана остання цифра добутку залежить від парності числа 
[image: image25.wmf]2013
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, а ця парність залежить від кількості непарних доданків у цій сумі. Їх рівно стільки ж, скільки непарних доданків у сумі 
[image: image26.wmf]2014
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, оскільки ми дописали один парний доданок. А в останній сумі порівну парних та непарних доданків, тому непарних серед них рівно 
[image: image27.wmf]1007

. Тому ця сума є непарним число, звідси випливає, що добуток числа, що закінчується на цифру 
[image: image28.wmf]5

 та непарного числа має останню цифру також 
[image: image29.wmf]5

.
Відповідь: 
[image: image30.wmf]5

. 

2. Нехай було [image: image31.wmf]x

 чоловіків, а [image: image32.wmf]y
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 кратне [image: image36.wmf]16

, а [image: image37.wmf]y

 – [image: image38.wmf]15

. Очевидно, що умови задовольняють лише найменші значення, а саме [image: image39.wmf]16
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. Тому була усього [image: image41.wmf]31

 людина.

Відповідь: 31 людина.

3. Зараз у команді 20 українців, тому прибираємо [image: image42.wmf]x

 іноземних гравців, тоді доля українців складатиме [image: image43.wmf]5
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Відповідь: 100.

4. Заданий вираз можна переписати таким чином: 
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Відповідь: 
[image: image50.wmf]1006
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5. 

[image: image51]
Нехай С – місце першої зустрічі, а В – другої, тоді АВ=10 км. 

Позначимо ВС= s км. Від першої до другої зустрічі, тобто відстань ВС автобус проїхав за 
[image: image52.wmf]60

s

год, а автомобіль проїхав цю відстань ВС за 
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 год. (з А в В) і ще 15 хв. (стоянка). Разом 
[image: image56.wmf]2
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[image: image57.wmf]2
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. Звідки s=120 км. Отже, СА=120+10=130 км. 
Відповідь: 130 км.
6. Світлана вибирає такий порядок ходів – спочатку Світлана, далі Марина, третім Володя. Після ходу Світлани на столі лишається 2012 цукерок. Марина перед своїм ходом має парну кількість цукерок, а тому забрати останню не може. Після її ходу на столі лишається непарна кількість цукерок і настає черга ходу Володі. Він теж не може забрати останню цукерку. Після його ходу на столі непарна кількість цукерок. Далі Світлана забирає 1 цукерку і перед ходом Марини знову на столі парна кількість цукерок. Таким чином забрати останню монету не можуть ні Марина, ні Володя. Оскільки після кожного ходу кількість цукерок на столі зменшується, то настане момент, коли перед ходом Світлани на столі буде рівно 1 цукерка. 

Відповідь: перемагає Світлана.

8 клас

1. Розглянем чисельник 
[image: image58.wmf]=
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 EMBED Equation.3 [image: image59.wmf]).

2013

...

3

1

(

2

2013

2

2013

...

3

2

3

1

2

1

)

2014

2012

(

2013

...

)

4

2

(

3

)

2

0

(

1

2

2

2

+

+

+

=

×

×

+

+

×

×

+

×

×

=

+

×

+

+

+

×

+

+

×

=

Отже, чисельник удвічі більший за знаменник.

Відповідь: чисельник удвічі більший за знаменник.
2. 
[image: image60]
Нехай С – місце першої зустрічі, а В – другої, тоді АВ=10 км. 

Позначимо ВС= s км. Від першої до другої зустрічі, тобто відстань ВС автобус проїхав за 
[image: image61.wmf]60
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год, а автомобіль проїхав цю відстань ВС за 
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. Звідки s=120 км. Отже, СА=120+10=130 км. 
Відповідь: 130 км.
3. Нехай a+b=x, b+c=y, c+a=z.
Тоді 
[image: image67.wmf]xyz

z

y

z

x

y

z

а

с

с

в

в

а

а

с

с

в

в

а

)

)(

)(

(

)

)(

)(

(

)

)(

)(

(

-

-

-

=

+

+

+

-

-

-

,  так як при цьому 
[image: image68.wmf]),

(

2

1

z

y

x

a

+

-

=

 
[image: image69.wmf]),

2

1

x

z

y

b

+

-

=

 
[image: image70.wmf]),

(

2

1

y

x

z

c

+

-

=

то 

[image: image71.wmf]=

-

-

+

-

-

+

-

-

=

+

-

+

+

-

+

+

-

=

+

+

+

+

+

z

y

x

y

x

z

x

z

y

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

а

с

с

с

в

в

в

а

а

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

2



[image: image72.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]=
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Відповідь: 
[image: image75.wmf]99

139

.
4.За побудовою трикутники ВMN і CNK рівнобедрені, тому
[image: image76.wmf]x
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Тоді 
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Тепер, використовуючи теорему про суму кутів трикутника, можемо записати: 
[image: image79.wmf]=
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[image: image80.wmf]°
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Зауважимо, що точки M, N, K можна вибрати з дотриманням умов ВM=BN та CN=CK на сторонах довільного трикутника, бо за нерівністю трикутника
АВ+СА>ВС.
Тож, якщо 
[image: image81.wmf]°
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, то відповідні точки M, N, K існують і,як неважко підрахувати, скориставшись попередніми міркуваннями, 
[image: image82.wmf]°
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Відповідь: 
[image: image83.wmf]°
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5. Зрозуміло, що кожне число, записане на дошці у будь-який момент, не перевищує 2014. Число 
[image: image84.wmf]|
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 має таку ж саму парність, що й число 
[image: image85.wmf]b
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. Таким чином при здійсненні кожної операції парність суми усіх записаних на дошці чисел не змінюється. 
На початку сума чисел на дошці непарна, оскільки сума складається з 1007 непарних чисел (1, 3, ..., 2013) та 1007 парних чисел    (2, 4, ..., 2014). Таким чином, наприкінці на дошці не може залишитись парне число 
[image: image86.wmf]2014

. Покажемо, що може залишитись число 
[image: image87.wmf]2013

. 
Розіб’ємо числа на такі пари: 
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. Якщо застосувати операцію по черзі до кожної з наведених пар, на дошці будуть записані числа 
[image: image92.wmf]4
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[image: image93.wmf]2013

. 
Залишається далі розбити записані числа 
[image: image94.wmf]1

 на 503 пари, замість кожної з яких буде записаний 
[image: image95.wmf]0

. Далі вже зрозуміло, що останнім записаним буде число 
[image: image96.wmf]2013

. 
Відповідь: 
[image: image97.wmf]2013
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6. Зробимо такі перетворення:
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[image: image102.wmf]0
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Оскільки сума п’яти квадратів може дорівнювати 
[image: image103.wmf]0

 тоді і тільки тоді, коли кожний доданок нульовий, то 
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Відповідь: 
[image: image106.wmf]2012

2013

1

1

=

b

a

.
9 клас

1. Параболи дотикаються, якщо вони мають рівно одну спільну точку, а тому рівняння 
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, а отже і рівняння 
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 повинно мати єдиний корінь. 
Звідси 
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Отже 
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Відповідь: 
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2. Оскільки кількість ягід на сусідніх кущах відрізняється на одну, то на 50 кущах парна кількість ягід і на 50 кущах непарна. Отже загальна кількість ягід – парне число. Оскільки 
[image: image114.wmf]2)
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, отже 
[image: image116.wmf]11
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 є непарне. Отже не може на всіх кущах ряду рости 
[image: image117.wmf]11
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 ягід . 
Відповідь: ні.

3. Усі дільники числа 
[image: image118.wmf]2012
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 мають вигляд 
[image: image119.wmf]m
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, де 
[image: image120.wmf]m
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 – цілі невід’ємні числа. Розіб’ємо їх усі на 8 типів: два дільники попадають в один клас, якщо у них парність степеня кожного з трьох множників – 
[image: image121.wmf]3

, 
[image: image122.wmf]11

, 
[image: image123.wmf]61

 однакова. Таким чином, якщо вибрані 9 дільників, то за принципом Діріхле принаймні два з них будуть мати один тип. Якщо тепер перемножити ці два дільники, то їхній добуток буде мати вигляд 
[image: image124.wmf]2
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, що й треба було довести.

4. Нехай СН – висота ромба, МК – серединний перпендикуляр до АВ. 
За умовою СК=
[image: image125.wmf]3

1

АС (рис. 1) або АК=
[image: image126.wmf]3

1

АС (рис. 2). 
Розглянемо ці випадки окремо.
Нехай  СК=
[image: image127.wmf]3

1

АС. Оскільки СН||КМ, то за теоремою про пропорційні відрізки АМ:АН=АК:АС=2:3. Оскільки АМ=
[image: image128.wmf]2
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, то АН=
[image: image129.wmf]4
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, ВН=АВ-АН=
[image: image130.wmf]4
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 та з прямокутного трикутника  ВСН дістаємо СН=
[image: image131.wmf]4
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Рис. 2.
Аналогічно, якщо АК=
[image: image132.wmf]3
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АС, то АМ:АН=АК:АС=1:3. 
Оскільки АМ=
[image: image133.wmf]2
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, то АН=
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, ВН=АН-АВ=
[image: image135.wmf]2
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 та СН=
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Відповідь: 
[image: image137.wmf]4
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[image: image138.wmf]2
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5. Нескладно помітити, що всі непарні числа мають тільки непарні дільники. Отже якщо гравець ходить з непарного числа, то йому доведеться записати на дошці парне число. Звідси маємо стратегію для другого гравця: кожним своїм ходом віднімати від записаного числа 1. Тоді перший гравець завжди буде починати з непарного числа і записувати парне число. Оскільки числа на дошці постійно зменшуються, колись перший гравець буде змушений записати 
[image: image139.wmf]0

.
Відповідь: виграє другий гравець. 

6. Легко бачити, що обидві фігури, кожна з яких визначається однією з даних нерівностей, симетричні відносно кожної координатної осі. У зв’язку з цим можна розглянути фігуру, яка визначається даною системою і розміщена в першій чверті, тобто фігуру, для якої 
[image: image140.wmf].
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Шукана фігура складається з чотирьох параболічних сегментів, які на рисунку заштриховані.

[image: image246.png]



10 клас

1. Оскільки усі числа після [image: image142.wmf]!
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 закінчуються на два нулі, то треба порахувати ці цифри у перших 9 доданків. Запишемо їх: [image: image143.wmf]01
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, тому дві останні цифри – [image: image152.wmf]13

. 
Відповідь: [image: image153.wmf]13

.

2. Нехай п – менше з цих чисел, х – закреслена цифра в більшому з чисел,  причому 
[image: image154.wmf]9
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. Тоді п+10 п+х=20132013, 11 п+х=20132013. 
Оскільки 20132013
[image: image155.wmf]M

11, то х=0, п=1830183.

Відповідь: 1 830183, 18 301 830.

3. Застосуємо нерівність Коші  для чисел 1, 2, 3,…, 2012.

Маємо 
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Тобто 
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.Оскільки знак «=» досягається коли 
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 що неможливо, маємо:  
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Відповідь:
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3. Оскільки АВ||DЕ, справедливою є рівність 

[image: image164.wmf]°
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. З того, що чотирикутник ABDЕ вписаний,
Випливає рівність 
[image: image165.wmf]°
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. Таким чином,


[image: image166.wmf]BAE
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, ABDЕ – рівнобедрена трапеція або

прямокутник, ВD=AE. Тоді, використовуючи співвідношення 
з умови задачі, маємо AC2=ВD2+СЕ2=AЕ2+СЕ2.
З теореми, оберненої до теореми Піфагора, випливає, що трикутник АЕС прямокутний, а кут АЕС – прямий. Тоді АС – діаметр кола, що означає, що кут АВС також прямий.
5.
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 – ціла частина числа а, 
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 – дробова частина числа а. З необхідністю, 
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. Неважко бачити, що х=0 та х=1є коренями рівняння.
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Відповідь: х=0; х=1.

6. Виграє Сашко, який починає гру. Своїм першим ходом він пересуває білу фішку на 1 клітинку праворуч, тим самим робить відстань між фішками 2010 клітинок  (число 2010 кратне 5). Далі помічаємо, що за кожні два послідовні ходи Сашко може перемістити праворуч свою фішку або на 2=1+1, або на 3=2+1 клітинки. Тому починаючи з відстані 2010 клітинок перший гравець може грати так, щоб за кожні два послідовні ходи пересувати свою фішку на 2 клітинки праворуч, коли суперник перемістив за два ходи свою фішку на 3 клітинки ліворуч, та на 3 клітинки праворуч, якщо  суперник перемістив за два ходи на 2 клітинки ліворуч. Для цього в кожній серії таких двох послідовних ходів Сашко повинен своїм першим ходом переміщувати свою фішку на 1 клітинку праворуч. Таким чином Сашко матиме змогу щоразу зменшувати відстань між фішками на 5. А отже зробить  хід, після якого відстань між фішками буде рівною 0, і Марійка не зможе зробити свій хід.
11клас

1. Нехай 
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Оскільки 
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 повинно бути натуральним дільником числа 
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Якщо 
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 буде від’ємним. 
Тому кожний дільник числа 
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 тут бути не може, і оскільки кожна пара тут знаходиться двічі, то усього маємо рівно 24 шуканих подання.

Відповідь: 24 пари 

2. Під час заміни 
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, де а – одне з трьох заданих чисел. Незмінною залишається остача від ділення на 3 чисел 
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2)  якщо 
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3)  якщо 
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Тому сума остач , які утворюються від ділення даних чисел є інваріантом. Ця сума дорівнює 2. 
Якщо сума чисел дорівнює 0, то й сума остач, які утворюються від ділення цих чисел на 3, також дорівнює 0.

Отже, з початкового набору чисел не можна одержати три числа, сума яких дорівнює 0.

Відповідь: не можна.

3. 1 спосіб. Припустимо протилежне, тобто 
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1

>

-

bd

ac


Тоді 
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Одержали сукупність неправильних нерівностей, що свідчить про хибність припущення. Отже, 
[image: image210.wmf].
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2 спосіб. Застосуємо властивості модуля і нерівність Коші:
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4. Пофарбуємо у синій колір дуги, центрально-симетричні відносно центра кола чорним дугам (можливо, деякі точки кола будуть пофарбовані у чорний і синій кольори одночасно). 
При цьому сума довжин пофарбованих дуг менша за довжину кола. Тому на колі знайдеться не зафарбована точка. 
Центральносиметрична їй відносно центра кола точка також буде не зафарбована. Діаметр, що проходить через ці точки, – шуканий.
5. Позначимо через 
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З подібності трикутників: 
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Перемножуючи усі ці чотири рівності, матимемо:
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Відповідь. 
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6. Припустимо, що існує 
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Отже, значення
[image: image243.wmf]2
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 функція набуває принаймні у двох точках, що суперечить умові.

Відповідь: не існує.

А (Суми)





В





С





А (Суми)





В





С








_1446752717.unknown

_1446752754.unknown

_1446752792.unknown

_1447260610.unknown

_1447757350.unknown

_1447927005.unknown

_1448094363.unknown

_1448094485.unknown

_1448094703.unknown

_1448094369.unknown

_1447927451.unknown

_1447928241.unknown

_1447927414.unknown

_1447757362.unknown

_1447926510.unknown

_1447926546.unknown

_1447757371.unknown

_1447926446.unknown

_1447757375.unknown

_1447757366.unknown

_1447757356.unknown

_1447757359.unknown

_1447757353.unknown

_1447261377.unknown

_1447263241.unknown

_1447263341.unknown

_1447262773.unknown

_1447260970.unknown

_1447261285.unknown

_1447260630.unknown

_1446752809.unknown

_1446752814.unknown

_1446752818.unknown

_1447260148.unknown

_1447260236.unknown

_1447260069.unknown

_1446752819.unknown

_1446752816.unknown

_1446752817.unknown

_1446752815.unknown

_1446752812.unknown

_1446752813.unknown

_1446752811.unknown

_1446752796.unknown

_1446752807.unknown

_1446752808.unknown

_1446752806.unknown

_1446752794.unknown

_1446752795.unknown

_1446752793.unknown

_1446752774.unknown

_1446752782.unknown

_1446752786.unknown

_1446752788.unknown

_1446752791.unknown

_1446752787.unknown

_1446752784.unknown

_1446752785.unknown

_1446752783.unknown

_1446752778.unknown

_1446752780.unknown

_1446752781.unknown

_1446752779.unknown

_1446752776.unknown

_1446752777.unknown

_1446752775.unknown

_1446752766.unknown

_1446752770.unknown

_1446752772.unknown

_1446752773.unknown

_1446752771.unknown

_1446752768.unknown

_1446752769.unknown

_1446752767.unknown

_1446752762.unknown

_1446752764.unknown

_1446752765.unknown

_1446752763.unknown

_1446752760.unknown

_1446752761.unknown

_1446752755.unknown

_1446752734.unknown

_1446752745.unknown

_1446752750.unknown

_1446752752.unknown

_1446752753.unknown

_1446752751.unknown

_1446752748.unknown

_1446752749.unknown

_1446752747.unknown

_1446752741.unknown

_1446752743.unknown

_1446752744.unknown

_1446752742.unknown

_1446752736.unknown

_1446752739.unknown

_1446752740.unknown

_1446752738.unknown

_1446752735.unknown

_1446752725.unknown

_1446752729.unknown

_1446752731.unknown

_1446752733.unknown

_1446752730.unknown

_1446752727.unknown

_1446752728.unknown

_1446752726.unknown

_1446752721.unknown

_1446752723.unknown

_1446752724.unknown

_1446752722.unknown

_1446752719.unknown

_1446752720.unknown

_1446752718.unknown

_1446752668.unknown

_1446752691.unknown

_1446752705.unknown

_1446752710.unknown

_1446752713.unknown

_1446752714.unknown

_1446752712.unknown

_1446752708.unknown

_1446752709.unknown

_1446752706.unknown

_1446752700.unknown

_1446752703.unknown

_1446752704.unknown

_1446752701.unknown

_1446752698.unknown

_1446752699.unknown

_1446752696.unknown

_1446752697.unknown

_1446752695.unknown

_1446752676.unknown

_1446752687.unknown

_1446752689.unknown

_1446752690.unknown

_1446752688.unknown

_1446752684.unknown

_1446752686.unknown

_1446752677.unknown

_1446752683.unknown

_1446752672.unknown

_1446752674.unknown

_1446752675.unknown

_1446752673.unknown

_1446752670.unknown

_1446752671.unknown

_1446752669.unknown

_1446752647.unknown

_1446752656.unknown

_1446752660.unknown

_1446752666.unknown

_1446752667.unknown

_1446752665.unknown

_1446752664.unknown

_1446752658.unknown

_1446752659.unknown

_1446752657.unknown

_1446752651.unknown

_1446752654.unknown

_1446752655.unknown

_1446752653.unknown

_1446752649.unknown

_1446752650.unknown

_1446752648.unknown

_1446752636.unknown

_1446752643.unknown

_1446752645.unknown

_1446752646.unknown

_1446752644.unknown

_1446752638.unknown

_1446752642.unknown

_1446752641.unknown

_1446752637.unknown

_1446752626.unknown

_1446752632.unknown

_1446752634.unknown

_1446752635.unknown

_1446752633.unknown

_1446752628.unknown

_1446752629.unknown

_1446752631.unknown

_1446752627.unknown

_1378015723.unknown

_1378019301.unknown

_1378019407.unknown

_1378019540.unknown

_1378019703.unknown

_1378019352.unknown

_1378019237.unknown

_1378015626.unknown

_1378015697.unknown

_1378015608.unknown

